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26.

Mémoire sur les fonctions discontinues.

(Par Mr. Guillaume Libri de Florence.)
{Lu a FAcadémie Royale des sciences de Paris, le 21. Mai 1832.)

Introduction.

I ¥ a quelques années que dans un mémoire ou je discutais les valeurs
des limites des fonctions discontinues, jexposai une maniére fort simple
de représenter ces fonctions par des exponentielles sans intégrales définies
ni suites infinies. J'assurai & cette occasion, que mes formules pouvaient s'ap=
pliquer avec succés aux transcendantes numdriques, et spécialement i la
recherche directe d'un nombre premier plus grand qu'une. limite donnée.

Les géomeétres qui tentérent les premiers d’exprimer les fonctions
discontinues en analyse, rencontrérent de grands obstacles et de puissans
antagonistes. Cette question agitée d'abord entre Daniel Bernoulli,
Euler et D’Alembert, a occupé successivement les plus celébres géos
métres, mais ce n'est que dans ces derniers tems qu'elle a recu une solu=
tion adoptée _généralement par les analystes. Les travaux de Fourier
et les belles recherches de Mr. Poisson sur les limites des fonctions
discontinues, ont di dissiper les doutes qui restaient encore sur la nature
de ces fonctions. ‘ '

Dans ce mémoire jai tiché de réduire & lalgébre ordinaire et aux
fontions exponentielles, les fonctions discontinues qui paraissaient placées
aux limites les plus reculdes de la science. Non seulement cette manicre
élémentaire de traiter des questions difficiles, sert & propager des connais-
sances qui étaient réservées 4 un petit nombre de personnes, mais elle
conduit aussi & la résolution algébrique d’un grand nombre de problémes
qui paraissaient excéder les forces de lanalyse. DGjd dans ce mémoire
japplique mes’ principes & la détermination directe et générale des divi-
seurs des nombres, et A la recherche des mombres premiers. Mais ces
formules sont d'un usage beaucoup plus étendu. Les géométres qui au-
ront bien saisi Iesprit de ma méthode verront quelle peut s'appliquer &
une multitude de questions diverses, Elle sert surtout d la recherche dn

" 40 *



304 26. G. Libri, mémoire sur les fonctions. discontinues.

terme général de certaines séries qui paraissaient n'obéir & aucune loi
analytique.

Mes expressions s’¢loignent tellement des formes analytiques ordi-
naires, elles paraitront, peut étre, si singulicres au lectear, que jai cru
devoir insister spécialement sur leur démonstration. On trouvera au com-
mencement de ce mémoire une discussion fort longue des. valeurs de la
fonction 0%, Jaurais pu, peut &tre, m’en rapporter i ce qui se trouvait
déjd dans d’autres ouvrages, mais jai tiché de combattre d’avance les
difficultés que ce genre d’expression auroit pu faire naitre dans Pesprit
du. lecteur. |

La fonction

G«V%F—i , dont je me sers dans ce mémoire, est beau-
coup plus simple que celle dont je m’'étais servi précédemment, Elle a
de plus lavantage de pouvoir seppliquer & la théorie des nombres, de
manicre & dviter la valeur de (0°. Alors elle devient évidente par elle méme,
indépendamment de toute considération étrangcre.

Ces formules ne renferment aucune notation nouvelle, Elles sont
le résultat nécessaire des propriétés connues des fonctions exponentielles.
Les fonctions discontinues mavaient été appliquées jusqu'ici quaux problé-
mes de physique mathématique. A Davenic elles contribueront surtout
aux progrés de laualyse algébrique et & FPapplication. de l'algcbre a la
géométrie.. '

Analyse:.

Dans nos recherches précédentes sur les fonctions discontinues nous
avons. considéré la valeur de 0° comme étant toujours égale & lunité, en
coséquence de la valeur de xlogO, qui était toujours égale & zéro, lorsque
o =0, Mais il faut observer (u'on sait seulement que le produit x logx
est égal & zéro lorsque x = 0; tandisque on ignore si dans alog0, le O
du logO vient de logx, dans lequel on ait fait =0, ou de toute autre
fonction de x sous le signe logarithmique.. Il résulte de I quelque incer-
titude dans la valeur de x log0, lorsque x==0, et par suite dans celle de
0°==1, Mais il est aisé de prouver directement par d’autres moyens. que
Vexpression. 07 a toujours pour valeur Lunité,.
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Mascheroni *) avait d‘é;a observé que 0?=1, 11 trouvait' cette

valeur par I'équation

0 = (@a—a)"" = EZ:ZB’: =1y

mais on peut y parvemr par d’autres voies,
On sait que lorsque o est un nombre entier, le développement du
binome

(I = 1z ZEZE _ZEPEED o ety

s'arréte toujours et donne toujours une valeur exacte quelleque soit la
valeur de u; ce qui ne tient pas & la convergence de la série du second
membre (car cette convergence exige que I'on ait ¥ <C1), mais au facteur
x—ux, quon retrouve dans tous les termes aprés le terme x--1". 1l
résulte de 1d que si l'on fait x = 0, tous les termes, excepté le premier,
se ddtruiront, et on aura toujours (1—u)’=1. On voit que cctte valeur
est indépendante de la valeur de v, et qu'on pourra faire z =1, d'ou il
résultera (1 —1)’=1=0 On voit aussi que l'on parviendrait au méme
résultat, en fesant d’abord
(a—b0) = a*—za~b + TN w22 ete,

et puis (par la supposition de'x =0), (¢—b)’ =a"=1: car puisque ce
dernier résultat est indépendant de « et de b, on pourra faire a =15, et
on aura encore’

(@a—a) = 0° = 1,

Il est clair que lorsque x est une cuantité positive quelconque, la
fonction 0* est toujours dgale & zéro. Ceci n'a pas besoin d'étre démone
tré; mais si on voulait voir, comment la quantité 0%, qui est égale & Junité
lorsque 2==0; devient égale & zéro pour une valeur quelconque de- x trés
peu différente de zéro, on waurait qui faire « infiniment petit dans:
I'équation

A—1) =1 ZEZD_slomDe2 4 o, ;

ce qui donnerait, en negligeant les puissances suplrieurcs de -
(=1 = 1= (14 3£ +5+E e tote)
= 1l —ux log(1—1) = 1—uwxlog0.
Maintenant on sait que lorsque x == 0, le produit x (154 % 4. . -ete.)

®). Euleri institutiones calculi: differentialis. Ticini 1787, 4°. pars IL. p.813. 814..
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est égal & zéro, quoique le second facteur soit une quantité infinie; il ré-

sulte de 1& que si on fait x égal & une quantité trés-petite (mais plus

grande que zéro) la valeur de ce produirt sera égale & I'unité, et alors on aura
(1—1y=1—x(14+it4+ 5+ Feeeetetc.)=1—=1=0,

Il résulte de 1& quen général la fonction 0* aura pour valeur zéro,
lunité , ou linfini, selon que x aura une valeur positive, zéro ou
négative. ,

Puisque la fonction 0* ne sauroit avoir que une de ces trois valeurs

0’ 1’ w’
il est clair que la fonction 0°" ne peut prendre que l'une des trois valeurs
suivantes:
o, 0, 0%,
qui donnent
0°=1, 0'=0, 0 =0.
1l résulte de 14 que la fonction 0° est égale A zéro pour la valeur x =0,

. ..

et pour une valeur négative quelconque de x; et que 0° =1, pour toutes

les valeurs positives de .
Maintenant la fonction

X Oa—-x

z=0" 0 ,

a pour valeur I'unité pour toutes les valeurs de x comprises entre x =0,

et x=a; cette fonction se réduit & zéro pour toutes les autres valeurs

de x. Car le premier facteur 0" est égal & zéro. depuis =0 jusqu’a
& = —oo, et donne tonjours 0" = 1, pour toute valeur positive de x. Le

2 P .
second facteur 0°  est égal & zéro depuis x = ¢ jusqu'd x = oo, et donne
aA=-X

0" ~ ==1, pour toutes les valeurs de  comprises entre x=1¢, r =-— o,
Partant, puisque pour toutes les valeurs de x, comprises entre x —ga,
x==oc0; et entre x==0, x=-—o00, I'un des deux facteurs de z est égal
3 zéro; et que entre x =0, xr= ¢, ils sont tous les deux égaux a l'unité;

il en résulte enfin que le produit 0° 0" a pour valeur Punité entre
x=0, x=a, et que hors de ces limites on a toujours 0° 0" = 0.

En observant que pour x = 0, et x==a, on oura toujours 0" 0" =0,

1l faut remarquer ici, qu'étant donnée une fonction diseontinue quel-
conque, on pourra toujours la considérer comme étant égale & la somme
d’'un nombre donné de fonctions, qui resteront continues entre des limites
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données. Ces limites seront déterminés par les points ou il y a solution
de continuité dans la fonction discontinue donnée. Maintenant, chacune
des fonctions continues partielles, dont la fonction discontinue totale se
compose, pourra étre representée par le produit de deux facteurs, dont
Fun exprimera la valeur de la fonction discontinue entre deux limites de
discontinuité, et 'autre exprimera la loi de discontinuité: pourvu que Ion
ait toujours égard d la valeur de ces fonctions aux limites et a d'autres
circonstances qui tiennent aux valeurs infinies des fonctions dont on ne
considére qu'une partie.

. ) 2 . ,
La fonction 0" devient zéro pour chaque valeur de @ (x) =0, de
maniére que si on voulait exprimer de cette maniére le contour d’un

polygone, il est clair quen employant des facteurs de la forme 0" 0°" (Ax+B)
pour représenter chaque coté, on aura pour chaque sommet une valeur de
Pordonnée égal & zéro, ce qui serait inexact. Dais il est facile dans chaque
cas de corriger cette erreur. Pour fixer les idées nous allons prendte un
exemple. Supposons quon doive trouver I'équation de Ia ligue abed....
(Taf. V. Fig.2.) telle que @ c soit une ligne droite, et cd.... une parabole. Soit
helaxe des ordonnées et ¢ g axe des abscisses, soit ¢f = 7, et exprimons en
général par y = Ax+B, I'équation de ladroite abc, et par y =y (Cx+4D)
I'équation de la parabole c¢d. Il s’agit de trouver une fonction de x telle
que depuis &= — oo, jusqud &= 7, elle devienne 4 x4 B, et que depuis
x=n jusqui x=0c0, elle devienne y"(Cx-+ D). Il est clair quen ap-
pellant f(x) cette fonction inconnue, on pourra faire f(x) = I'(x) -} Y (x),
pourvu que F(x) soit égale & 4x-}B depuis r=—occ jusqua = =7,
et s’évanouisse depuis xr=7 jusqUd x=oo; et pourvu que P (x) soit
égale d y(Cx+ D) depuis x=n jusqua x=o0, et s'évanouisse depuis
xr=rn jusqud x=—oo. Maintenant les fonctions F(x) et J(x) restent
continues entre les limites &= —oc, ¥=n; xr=n, xr=oco: donc il fau-
dra les décomposer en deux facteurs dont F'un exprime la condition de
discontinuité, et lautre Ia valeur numérique de la fonction. On voit que
si on multiplie 4x - B par une fonction Q(x) telle quelle soit &gale
A lunité depuis &= —oc jusqud 2= 7, et quelle devienne zéro depuis

== jusqud & == oo, on aura d'abord la droite' ¢bc, et puis une valeur
y =0 pour toutes les autres valeurs de x: de méme si on multiplie
v (Cx+- D) par une fonction @,(x) telle qwelle soit égale 4 lunité de-
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puis @ =7 jusqud x = co, et quelle s'évanouisse depuis x==n Jusqu'ax
x£=—o0, on aura la parabole cd et puis une’valeur de y =0 pour
toutes les autres valeurs de . .Et comme ces valeurs de y = 0 n'ajoutent
rien a la valeur des ordonndes, -on aura enfin
f(@) = F(z)+ L (z) = @ () (dx 4 B) 4+ Pi(x)y (Cz -+ D),
Mais on a yu quon -pouvait faire
¢1<x7 =0} 3 @K”) = OO ’
d'ou il résulte enfin, que la fonction cherchée f () est donnee par I'équation

f@)=0""(da+B)+0""y(Cx+ D).
11 faut observer cependant que pour la valeur # =7, au lieu d’chtenir,
comme on le devrait, f(n)=4n- B, on trouve f(n)=.0, parceque o

Q‘x-n 7 b 4 3 y .
et 0 sont toutes deux dégales a zéro Porsqu’on fait x=n: cependant
on aura une valeur exacte méme pour cette limite x =7, en prenant

pour ¢ (x) la valeur 1 -——,0°x-n; car cette fonction donnera alors @ (x) =
pour toutes les valeurs comprises entre xr==n, x==—oo (en y compre=
nant la valeur x = n), et se réduira & zéro pour toutes les valeurs come
prises entre x =n, xr=occ. Ainsi on aura

f(x) = (1—0"") (4o +B) 4 0" "y (Cx 4 D);
et léquation
| y = (1—0"") (dx+B) 40" y(Cx4 D)
sera Péquation de la courbe abcd.... qui est composée de la ligne droite
abc et de Parc de parabole cd..

Toute la question consiste a Irouver une fouctmn I'(x) telle quelle
ait la valeur 1 entre les limites x = O x == a, et s'évanouisse entre x =0,
x=--00, et entre x=a, x==oco: car en multipliant () par la fonc-
tion #(x) gui exprime la valeur de la fonction discontinue entre les deux
limites x =@a, £ =0, on aura I (as') xpgx), qui représentera une partie de
la fonctnon (hscontmue eutre les deux limites . ==0, x=g, quon peut
supposer étre deux points ou la fonctlon totale cesse d'étre représentée
par la fonction (x); ou en d'autres termes, étre deux points successifs
de discontinuité, On peut trouver -plusieurs valeurs de la fonction F(x),
et ces valeurs différent aux limites: ainsi la fonction

Fr) = 0" 0 ..o .
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donne F(x) =0, pour x =0, et pour x =a. La fonction

Fo) = (1—0") (1—0"")
donne F(x)=1, pour les limites x =0, x=2a; la valeur
Flx) = (1—07) 0" ™"
donne F(x)=1, poyr x=0, et ¥ (x) =0, pour x=10. Enfin la valeur
1

F'@) = oFno=FD
pour x =0 et pour x==a; en observant toujours que toutes ces va-
leurs de F(x) donnent F'(x)=10 depuis x =0 jusqud x = — v, et de-
puis x = @ jusquil x=co: et quon a F(x) =1 entre les limites x =0,
x == a: indépendamment des valeurs des limites que nous avons déji dé-
terminées.

Au reste ces diverses expressions peuvent étre considérées comme
étant les limites d'autres fonctions dans lesquelles le zéro est remplacé
par une quantité trés petite. Si 'on exprime par d une quantité trés
petite, la fontion 0* sera la limite de la fonction d*; et celle-ci aura
une valeur trés petite ou trés grande selon que x est positif ou néga-
tif. Lorsque =0, on aura d*=1. On voit de méme que la fonction

G%T est la limite de la fonction dx-li- it
en supposant toujours que d est une quantité trés petite.

Les fonctions que nous venons de considérer jouissent de plusieurs
propriétés remarquables. Elles servent & transformer en fonctions expo-
nentielles un grand nombre d'intégrales définies quon croyait irréductibles.
Aipsi on a

2 Pdgcosqax
aJo 144¢°
d'ott I'on déduit ce rapport assez singulier:

‘(ex 0 4 e,-'x_(l -—Oo_‘v)ﬂ)n = (0_;:__1 + O-f:: 1)"
= 07 e (1—07)

donne F(x)=£f,

0" est la limite de d¥, et que

. —¥ e —xY e* eTx
= e*.0" +e (1-01) )—O—x:}_1+'ox+1’

onx o—nx
=oFL T oF1

On voit par la formule précédente, que nos expressions s'appliquent

& la theorie mathématique de la chaleur et quelles simplifient beaucoup

Pexpression de certaines fonctions, quon ne savait représenter que par
Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Hit. 4. ‘ 41
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des intégrales définies. Les formules quon obtient de cette manicre sont
trés simples, et rentrent dans l'algebre ordinaire. Nous pensons méme
qui si au lieu d’exprimer les fonctions discontinues par des séries infinies
ou par des intégrales définies, on les avait représentées d’abord par des
fonctions du genre de celles que nous venons d’exposer, on aurait évité
beaucoup de disputes et de malentendus sur les fonctions discontinues
dont la marche et les propriétés ne sont, en dernicre analyse pas moins
¢videntes que celles des fonctions les plus simples. Mais nos expressions
trouveront surtout une application utile dans la théorie des nombres. Car
elles donnent, sous formes finies et par des exponentielles seulement, la
valeur en nombres de transcendantes numériques, dont on connaissait
d peine quelques propriétés, et dont on ne pouvait avoir aucune expres-
sion générale. Doailleurs pour simplifier la question, nous éviterons les
valeurs de 0" que nous avons considérées au commencement de ce md-
moire: ce qui rendra tout a fait élémentaires les recherches suivantes.

Il est évident que y0 = 0 = 0; maintenant la fonction 0" (dans
laquelle 2 doit toujours étre un nombre entier) sera égale & zéro tant
que x restera positif, et deviendra infinie lorsque x sera négatif, 1l ré-

sulte de 1d que la fonction
1

O~ -1
sera Sgale A l'unité tant que = restera entier et positif, et deviendra dgale
d zéro lorsque x sera un nombre entier négatif.
On sait que la somme des puissances m™° des racines de I'é-
quation x"—1=0, sera égale & n ou a zéro, selon que le nombre

™ gera un nombre entier ou une fraction. Maintenant si on divise I'é-
n
quation proposée par x—1, on aura
X=g"'4+a". . e.dx4+1=0,
et il est clair quen exprimant par P, la somme des puissances 72" des
. I'4 . m
racines de I'équation X =0, on aura 1+ P, = n, lorsque — est un nombre

entier, et 1+ P, =0, dans le cas contraire. Il s’agit maintenant d’ex-
primer P,, généralement en fonctions des coefficiens de I'équation X =0,
Nous avons démontré ailleurs *) quétant donnée I'équation
X =xr"—ort—ar*,....—a,=0,

#) Mémoires de mathématiques et de physique, tome I. p. 11.
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si on exprime parS,, la somme des puissances 72 de ses racines, on aura
(4) S,=m an+(m—1)a, ,(a,)+ (m— R)a, ., (2. +a, ((11)) +

(m—3)e,[a;+a.0,Fa, (e F 0. (0)].e..F(m— D) ey 4, + ete.;
dans laquelle la loi de la formation des termes est manifeste, car le coeffi-
cient 4, se forme en changeant 7z en ¢ dans tous les termes qui précédent
(m—1t)a,_,4,, et en égalant & l'unité (dans tous ces mémes termes) les
coefficiens numériques m, m—1, m—2, etc.

Pour appliquer cette formule avec succés dans les cas particuliers,
il faut que les coefficiens o,, a,, @;, etc. soient donnés en fonction des
exposans des puissances de x quils multiplient dans I'équation X, =0.
Cela est nécessaire surtout 'pour savoir ¢ priori quels sont les termes de
cette expression qui doivent s’évanouir, lorsque 772 étant plus grand que.n,
on aurait des termes de la forme o,,, @,_,, etc. qui manquent tovs dans
Péquation X, =0. Ainsi par exemple dans Féquation X = 0, il est clair
que pour avoir la valeur de P,, il faut exprimer la condition que les
coefficiens de X =0 sont tous ¢gaux & l'unité, mais quil o’y en a que
n: cest-da-dire (si on compare les deux équations X = 0, X, = 0), que

=0, =0 == .¢0 =0, =—13
et que
Qg == Qppy == Cpy3 006 =0,
Maintenant si l'on fait en général

1
4 = — (o’

on voit que cette valeur satisfera aux conditions énoncés précédemment,
car on aura

%@ = TiFomr T T 0
(tant que 2>>p, ou méme lorsque » =p) et
1
a = 0,

P = I o
lorsque n<p.
Il résulte de 1a que

1 1 —1
(B.) 1+P’"=1—_m°W—'(m-i)'l-}-o"ﬁ”m‘“(1+O"+§—‘)

' 1 —1 1 —1
- (m—,?). 1 +0n+§—m+2 (1 + 07— - 1+0n+§—1 (1+0n+i—1)) eo0e
1 ( —1 1 ( —1 )___ etc.)
coee—(m—2). 1 O H \[ - 0nFi— 1 QrFb—t+i\1 J-0mH ")
LRI Smand etC.

41 *
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et le second membre de cette équation sera égal & zéro ou & 7, selon
m . . . .
que — sera une fraction irréductible, ou un nombre entier.

Ce second membre est évidemment une fonction de m et de n; si
on le représente, pour abréger, par f(m, n), il est clair que la somme
des diviseurs de m compris dans la série des nombres

. gy a1, a42, esss a5,
sera donnée par la suite -
F(m,0)+ F(mya 1)+ F(mad Dovesk Fimyat-5) = 2 F(m, .

x=a

Cette suite contient 5 -1 séries semblables entre elles et peut s’écrire de

cette manicre :

1 1 —1
1—-mcm~am —(m—-i).1+0a+i_m+‘ l-}-O”""i_‘) — etc,

1 1 —1
+ 1—m -mm - (m - 1) . 14-0atitt—mh (1+Oa+1—'F£':1) - etc.>

L4 . L4 . . L] . . . L] . . . L] . L] L] . . . . L] .

1 i —1
1 —m s — (P =D s (1+0u+b+g_l) — etc.

en substituant les valeurs de I'(m, a), I'(m,a-41).... etc. en nombres.
Cette dernicre formule qui, quant & la forme, a quelque rapport avec
I'expression de Laplace pour les nombres de Bernoulli, sert a expri-
mer en nombres et en termes finis, la somme des diviseurs d’'un nombre
quelconque qui sont compris entre deux limites données; transcendante
numdrique qu'on n’avait pu, jusqua présent, représenter d’aucune maniére
en termes finis. Il est clair que si au lieu de la somme, on cherche le
nombre des diviseurs de m compris dans la suite

0, (I+1, e8P o a+b,

{

on aura l'expression
x=a<-b-41

LEm0)+ g Fmat D e+ g met ) =" = LF(m, ),

' =a

qu'on pourra réduire en nombres en substituant les valeurs de F(im, a),
F(mn, a+1) ete., que nous avons déjit trouvées.

Pour obtenir la somme des diviseurs du nombre entier 7, qui ne
surpassent pas r, on fera ¢ =0, b =r, dans la formule (B.): maintenant
si on appelle [, (m) cette somme des diviseurs de 72 qui ne surpassent pas
r, on sait que le probléme de la partition des nombres peut se rameuer
a la détermination de /,(m). Car si 'on désigne en général par M, (y)



1 —1
+1 —f(e4-1). 1-0eHFE—Ratn - (f<a+ 1)—1). 0 HTFoh (I_I__Oa-{-xﬂ—x) — ete.

1 —1
+1—f(a+0). {-0a+o+H—(at) —(fla+-8)—1). T OetTF—7tet o (1+0u+b+s—x) — etc. J

1 —1
1 "'—f(a) . m_‘_j—-@‘)‘ — (f(a)-—- 1) o mm (ﬂ-“ﬁ?ﬁ-—') — etc.‘
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le nombre de fois que le nombre entier ¥ peut résulter de la somme de
s termes de la série des nombres naturels

1, 2, 3, 4, etc.
et si on fait, pour abréger, y — = u, on aura:

s\U s(u—1) /(1 s\ — s s s (1
©) M,y =L L= DL | L= (OHLDLO) | oo,

et comme [, («) peut toujours s’exprimer en nombres en termes finis, en
fesant @ =0, b=1s dans la formule (C.); le second membre de I'équa=
tion précédente sera tout connu, et on aura, par conséquent, I'expression
générale de M (y): ce qui résout géndéralement le probléme de la partie
tion des nombres, quon ne savait résoudre jusqua présent que dans les
cas particuliers, lorsque y et s étaient donnés en nombres.

On sait, par le théoréme de Wilson, que le produit
1.2.3. 4.0 0(x—1)+1=f(x),
sera divisible par x lorsque x est nombre premier; et que cette division
ne pourra pas s’¢llectuer dans le cas contraire, Il résulte de lia que si
Yon fait m = f(x), n =, dans la formule (B.), on aura:

. 1 1 —1
l—f(x)'m" (f()—1). ‘T o Frmh (1 +ox+&—x)

1 —1 1 —1
—(f(x)—2). ‘T F Ot (1 O T [ 0vFE (1 + 0x+§—-x)) — etc.,
1@
x

et cette expression aura pour valeur x, ou zéro, selon que est un

nombre entier ou fractionnaire; ou bien (ce qui est la méme chose) se-
lon que x est un nombre premier, ou un nombre composé. Il résulte de
13, que la somme des nombres premiers contenus dans la suite de nombres
e, a+1, ¢e+2 «ovs a0,
sera donnée par la formule:
1

1

] L] L] L] Ld . . L] LJ L4 L L] L] . . . . . L . . . . .-

1

qui est composée d’'un nombre fini de termes; car chaque série partielle
s'arréte nécessairement aprés un certain nombre de termes: puisque dans
la formule (4.) on sarréte dés quon trouve un coefficient extérieur gal

(0.)
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A zéro. Au reste il serait aisé de trouver une fonction discontinue telle,
quelle exprimit la somme des nombres premiers, compris dans la suite
e, at+1, a2, .... a-} b,
sans quil fit nécessaire d’y ajouter aucune condition: on n’aurait, pour

cela, qua faire

& = — (1+01"+5—P) (1+1op+s)’

au lieu de
_ 1
@ = — 10572
dans la formule (4.).
Si on voulait seulement le 7ombre des nombres premiers compris
dans la série
a, a¥1, 42, .... ¢a+b;
on obtiendrait ce nombre en divisant par ¢ la premiére ligne de la for-
mule (D.); par a1 la seconde, par a2 la troisiéme: et enfin par
a4 b la dernicére.
Si I'on exprime par R, la somme des puissances /2" des racines
de I'équation
xt— 1y = 0,

m

R . . n m
il est clair quon aura R,=ny", ou R, = 0, selon que — st un nom-

bre entier ou upne fraction irréductible. Il résulte de li que si on fait
le produit

@ — )@ =) @ y) e v (@ —y) (@—y) = X, =0,
et quwon appelle 7, la somme des puissances /7"* des racines de I'équa-
tion X, =0, on aura

To=y"+5y+ 5y + 29+ .. +my,
et les nombres «, 3, v,....etc., seront tous les diviseurs de 2.
Maintenant si on veut trouver un nombre premier plus grand que
le nombre p, on fera (dans la valeur précédente de 7)) m=1.2.3...
«e.p41; et il est évident que le moindre des nombres «, 3,y ... . etc.
(autre que l'unité) sera un nombre premier plus grand que p.
En effectuant le produit, on trouve (en posant T—-(%i-i-) = 6‘)
X‘ = (xm——y)(xm"’——y) ese .(.'L‘--y)
— xe__y. ws-x__y 25 (y ___ysz) xs——3____ (y __ye) xu—&__ (y — Qyz) xs—S — etc.

= =0, 2" =0, " — qx*t—a y*t — ete. = 0;
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et si on représente, comme nous lavons déji fait, par M,(g) le nombre
de fois que le nombre ¢ peut étre formé par l'addition de ¢ termes diffé-
rens pris dans la série '
1, 2,3, «ee. g,
on aura en général:
0, = y M, (r)—y*" M (r) + y* Ms(r) o oo £ " M, (r);

et en substituant successivement les valeurs de a,, o,, a;, etc. dans l'ex=«
pression (4.), on trouvera généralement la valewr de 7', , et par suite on
aura le plus petit des exposans ¢, 3, ¥, «++. €tc,, qui sera un nombre
entier plus grand que p.

Si l'on fait y =1, dans la valeur de X, =0, on obtiendra (comme
Euler 'a démontré): .

(®—y) (=) erse (@"—y) = (x —1) (x"—1) (—1) 0o o (&™—1)

352+ s

= r'—r ' —r 7t ? eete.= 0,
et partant:
M, (rH—M,_ (r—1)+M, _,(r—2).e.. + M (r) = +1, ou bien =0,
3ri+r
2 L4
probléme de la partition des nombres peut se réduire assez simplement
d une suite récurrente.

selon que r est ou n'est pas de la forme On voit dont que le

La méthode que nous venons d’exposer, conduit nécessairement i
trouver un nombre premier plus grand qu'une limite donnée; mais cepen-
dant elle windique pas @ priori, quel est le plus petit des diviseurs «, 3,
v, etc.; et elle mest pas, par conséquent, une formule générale. Car il
faut réduire la valeur de 7, en nombres pour conuaitre quel est le plus
petit des nombres «, (3, v, etc.; et par suite le nombre premier cherché,
plus grand que p. Cependant, on peut trouver une formule générale de
cette espcce, car si on fait, pour abréger, 1.2.3....p+1=1m, et quon
exprime en général par e, la série

1—m.

1 1 —1
10— — (m—1). 14 Orri—mts (1+on+a—,)

9 1 ( —1 1 ( —1 )
— (m‘_ )' 1+0n+§-—m+2 1+On+,§~e— 1+On+§.—; 1+O,,+'T_—,) — etc.
(que nous avons déja démontré étre égale a n ou & zéro selon que %

est ou n'est pas un nombre entier) » il est clair que

€1y €3y €35 0 ¢ o 0 €y
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exprimeront tous les diviseurs de 72. Partant si l'on suppose que e, est
le plus petit de ces diviseurs, il n’y aura que ce nombre I\ qui rendra
positives toutes les différences
€€y €€,y €—€, <« .. €,—€;
car si e, n’était pas le plus petit des nombres ¢,, ¢,, ¢,, .... ¢,, dans
la suite des différences précédentes, il y aurait au moins une valeur né=
gative, Il résulte de 1d que la fraction
1

0~§+e2—-e,+05‘+e,-e, +0~2‘~+e‘—a|”"+0»;~+em—-el+Oe,-—-1—.,_1;+1
se réduira dans le dénominateur & Punité lorsque e, est plus petit que
tous les autres termes ¢, e¢;, etc.; imais qu'elle aura au dénominateur au
moins une valeur infinie dans le cas contraire; ce ~qui fera évanouir la
fraction. Le terme 0°~17% a été introduit pour éviter les valeurs de e, =1,
e,= 0; car ce terme devient infini dans ces deux cas, et fait évanouir
la fraction.

Si on fait maintenant toutes les combinaisons possibles, on trou-
vera la formule:

el
otte:—e gt o gEten—e poa—l—s L1
€2
+ grter—eap (it L Giten—e 40— 1m g
+ em
giter—em g Gitea—em, - QEtem—em fgom— 12
qui aura toujours pour valeur humérique e,5 en supposant que e, est le
plus petit des diviseurs de m (autres que l'unité): e, sera toujours un
nombre premier plus grand que p.

La formule que nous venons de trouver peut toujours se rdéduire
généralement en nombres en termes finis; elle ne contient que les valeurs
de p et des nombres inférieurs & p; les quantités e,, e,, €5, .... e,,
sont connues et peuvent s'exprimer en nombres; nous les avons introdui-
tes dans notre formule pour en abréger et simplifier Pécriture.
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